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چکیده
ســيلاب پدیده ی چندمتغيره و پيچيده یی با ماهيتی تصادفی اســت. در روش هاي مرسوم تحليل فراواني سيلاب، تنها متغير 
آب دهی اوج ســيلاب به كار گرفته می شــود و فرض می شــود كه این متغير از تابع های توزیع سنجه ي خاصي تبعيت مي كند. 
در مقابل تابع های كاپولا می تواند  توزیع هاي حاشــيه یي یك  متغيره ی مختلف را بپيوندد و توزیع هاي چندمتغيره بســازد. در 
این مقاله تحليل های توأم متغيرهای ســيلاب تابع های مفصل كــه محدودیت پراكندگی های تك   متغيره ی رده ی یك را ندارد 
انجام شده است. توزیع احتمال و دوره ی بازگشت توأم متغيرهاي آب دهی اوج و حجم سيلاب در آبخيز آجی  چای در استان 
آذربایجان شــرقی با تابع كاپولا گامبل-هوگارد برای مدل ســازی ریاضی دومتغيره بررسی شد. نتایج نشان داد كه به كاربردن 
تابع های مفصل تابع های توزیع تجمعي شــرطي و دوره هاي بازگشــت توأم متغيرهاي سيلاب با دقت بسيار خوبی با متوسط 
ضریب نش-ســاتکليف 0/745 و ریشه ی ميانگين  مربع  خطای 0/56 برآورد می شــود. نتيجه ی مقایسه ی اندازه های آب دهی 
اوج و حجم به دست آمده از تحليل دومتغيره با تحليل یك  متغيره با دوره ی بازگشت یکسان 100 سال برای همه ی ایستگاه ها 
كم تر برآورد شــد، كه متأثر از درنظر گرفتن اثر و برهم كنش دو متغير آب دهی و حجم اســت. این اندازه ها در ایستگاه آخولا 
به ترتيب 230 و 300/75 مترمکعب بر ثانيه و گویای آن بود كه به كاربردن كاپولا موجب اقتصادی شدن اجرای طرح ها و كاهش 

خطرپذیری آن ها می شود. 
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دوره ی 33، شماره ی 3، شماره ی پیاپی 128، پاییز 1399

مقدمه
در آب شناســی متغيرهاي زیــادي نماینده ی رفتار ســامانه  برای 
مدل سازي فرآیندها است. مستقل فرض كردن این متغيرها صحت 
نتيجه های نهایی مدل ســازي را زیر ســوال می بــرد. از طرفی در 
بعضی از مســائل و پدیده هاي آب شناســی )سيل، خشك سالی و 
مانند آن ها( چندین متغير مؤثر است.  آن ها در حالی بر پدیده اثر 
می كند كه خود این متغيرها با هم وابســتگی و همبستگی دارند. 
پدیده هاي آب شناسی مانند بارش، روان آب، سيل،  و خشك سالی 
تصادفی و چندمتغيره است و با مشخصه هاي شدت، مدت و بزرگی 
بيان می شود، كه به هم وابسته اند، مستقل از هم تغيير نمی كنند 
و هر كدام بــر دیگري تأثير می گزارند. بنابرایــن با تحليل كردن 
پدیده هاي آب شناســی تك متغيره نمی توان معادله ی همبستگی 
بين مشخصه هاي آن را نشــان داد و ارزیابی كامل و دقيقی از آن 
به دست داد )رحيمی و همکاران 1393(. براي داده هاي آب شناسی 
سعی كرده می شــود تابع های احتمالاتی مناسبی تعيين و ترسيم 
شــود تا از روي آن ها بتوان مقدار متغيــر را در برابر احتمال های 
مختلف محاســبه كرد.  به كاربردن روش هاي تك متغيره منجر به 
برآورد كم یا زیاد مقدار پدیده و زیان های ناشــی از آن خواهد شد 

)یو و همکاران 2001(. 
روش سنتی انجام دادن تحليل هاي چندمتغيره، به كاربردن تابع های 
پراكندگی چندمتغيره طبقهيك است. اما در به كاربردن این تابع ها 
مشــخص بودن پراكندگی هاي حاشيه یي و یکسان بودن نوع آن ها 
الزامی اســت، بنابراین به كاربردن این روش ها محدود است. روش 
مناســب تر براي تحليل هــاي چندمتغيره كه بــر محدودیت هاي 
تابع هــای چندمتغيــره طبقهيك فائــق آمده اســت، به كاربردن 
تابع های مفصل )كاپولا( اســت. گریمالدي و ســرینالدي )2006( 
كاربرد خانواده یی از تابع های مفصــل را با عنوان تابع های مفصل 
نامتقارن در تحليل داده های آب شناســی نشان دادند. نتایج آنان 
نشان داد كه توزیع توأم به دست آمده با تابع های مفصل توزیع توأم 
اســتاندارد برازش بهتري از توزیع توأم تجربي در تحليل داده های 

آب شناسی دارد.
مهم تریــن مزیت های تابع های مفصل این اســت كه برای انتخاب 
یك تابع مفصل مناســب برای متغيرها، لزومی به مشــخص بودن 
پراكندگی های حاشيه یی و ســنجه های آن ها نيست، هيچ الزامی 
به یکســان بودن پراكندگی های حاشيه یی نيست، پراكندگی های 
حاشيه یی می تواند سنجه یی یا ناسنجه یی1  باشد، تابع های مفصل 
از ضریب همبستگی ناســنجه یی بهره می گيرد، و پراكندگی های 
شرطی به راحتی از روی تابع های مفصل محاسبه می شود )عباسيان 

و همکاران 2015(.

سابقه ی به كاربردن تابع مفصل در آب شناسی مانند بارش، رسوب و 
روان آب، خشك سالی و سيل یك دهه است. دي ميچل و سالوادوری 
)2003( بــرای ایجادكردن مــدل دومتغيــره ی توصيف كننده ی 
شــدت و مدت بارش تابع فرانك را به كاربردند و نشــان دادند كه 
به كاربردن تابع های دومتغيره ی كاپولا با به دست آوردن همبستگی 
بين متغيرها برای توصيف كردن پدیده های بارندگی بســيار مفيد 
است. فاوره و همکاران )2004( تابع های مفصل دومتغيره را برای 
توصيف كردن وابستگی بين آب دهی اوج و حجم سيلاب در ایالت 
كبك كانادا به كاربردند و آن ها را به علت كارآ بودن در مدل ســازی 
ســاختار دومتغيره در دامنه ی وسيع همبســتگیِ بين متغيرهای 
آب شناســی پيشــنهاد كردند. دی ميچل و همــکاران )2005( 
خانــواده ی گامبل مفصل های ارشميدســی را بــرای مدل كردن 
وابســتگی بين بيشينه های ســيلاب و حجم های آن به كار بردند. 
این دو حاشــيه با پراكندگی اندازه های حدی تعميم یافته تحليل 
كرده و مدل دومتغيره یی برای محاسبه كردن نمودارهای سيلاب 
برای دوره ی بازگشت معين ایجاد شد، و با مدل مخزن خطی برای 
ارزیابی كفایت اندازه ی ســرریز سد سيپو مادرلی در شمال ایتاليا 
تركيب شــد، تا طراحی بهينه و صحيح تــری از طراحی با دوره ی 
بازگشــت حجم یا آب دهی اوج را به دست دهند. شيائو و همکاران 
)2006( تحليل فراوانی دومتغيره ی بيشينه ی سيلاب و حجم را در 
ایستگاه تانگتو در تایوان با پنج تابع مفصل بررسی كردند. كاپولای 
كلایتون بهترین مفصل دانسته شد و نشان داده شد كه به كاربردن 
تحليــل فراوانی و دوره ی بازگشــت توأم در بررســی های جامع 
و ارزیابی خطر بســيار مؤثر اســت. ژانگ و سينگ )2006( چهار 
تابع  مفصل خانواده ی مختلف از مفصل های ارشميدســی شــامل 
گامبل- هوگارد، علی- ميکائيل- حق، فرانك و كوک-جانســون، 
برای استخراج كردن  پراكندگی دومتغيره ی بيشينه -حجم، حجم-

تداوم و بيشينه -تداوم ســيلاب به كاربردند. حاشيه ها با پراكندگی 
اندازه های حدی نوع I و آمار پيرســون نوع III تحليل شد. آن ها 
همبستگی مثبت بين بيشينه  و حجم سيلاب و بين حجم و مدت 
سيلاب دیدند و نتيجه گرفتند كه خانواده ی گامبل- هوگارد برای 
مشخص كردن ساختار وابستگی مناسب تر است. پولين و همکاران 
)2007( بــا آب دهی روزانه ی ایســتگاهی بــر روی رودخانه ليُره 
فرانســه به بيان ویژگی های وابستگی در دنباله تابع های مفصل در 
تحليل فراوانی دومتغيره ســيلاب ســالانه پرداختند. هفت مفصل 
مورد بررسی، پنج مفصل دوره بازگشت توأم را بيش از حد تخمين 
ميزند كه نشــان دهنده اهميت در نظر گرفتن وابستگی در دنباله 
در برآورد مناســب ریسك است. كاماكار و ســمونوویچ )2009( 
با تابع هــای كاپولا علی ميکائيل حق2 ، گامبــل هوگارد3 و كوک 

1 - Nonparametric
2 - Ali–Mikhail–Haq
3 - Gumbel–Hougaard
4 - Cook–Johnson
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جانسون4  به بررسی سنجه های آب دهی اوج حجم و مدت زمان 
ســيلاب پرداختند و احتمالات توأم و شرطی را بدست آوردند. 
همين طور نشــان دادند تابع گامبل هوگارد بهترین تابع مفصل 
برای شبيه سازی این سه سنجه  است. ژانگ و همکاران )2011( 
بــرای تحليل وقایع حدی و رفتار آب شناســيك آن ها در حوزه 
رودخانه پــی ارِل چين از تابع های مفصل اســتفاده كردند. به 
ایــن منظــور از  مجموعه  ی جریان های هفــت روزه زیاد و كم 
به كاربردند و تابع كلایتون به عنوان بهترین تابع انتخاب شــد. 
نتایج نشان داد كه احتمال وقوع همزمان جریان های كم و زیاد 
پایين اســت. این نشان می دهد كه احتمال كمی وجود دارد كه 
حوزه آبریز رودخانه، به دليل اثرهای تركيبی جریان بالا یا پایين 
دو سرشاخه اصلی، یعنی كرانه غربی و شمالی، مورد خشك سالی 
یا سيلاب قرار گيرند. ردی و گِنگولی )2012( به تحليل فراوانی 
دومتغيره ی سيلاب شامل آب دهی بيشينه  سالانه-حجم سيلاب 
و حجم-مدت سيلاب با تابع های مفصل ارشميدسی پرداختند.  
از مونــت كارلو بــرای  ارزیابی كاركرد كاپولاهــا بهره گرفتند. 
آن ها نشــان دادند كاپولای توســعه یافته ویژگی های سيل را 
بهتر شبيه ســازی می كند. مددگر و همــکاران )2013( با چند 
مدل گردش عمومی جو )GCM (5 و یك حالت انتشــار با تابع 
گامبل به بررسی شاخص های خشك سالی شامل: مدت، شدت، 
فراوانی پرداختند. آن ها با تابع كاپولا خشك ســالی های مکرر با 
دوره های كوتاه تر را پيش بينــی كردند و بی قطعيتی  در مدل ها 
را در تحليل دوره بازگشــت با كاپولای دومتغيره نشــان دادند.  
كاهش كلي در مدت و شدت خشکسالي در دوره زماني 2020-

2090 پيش بينی كردند. سعد و همکاران )2015( اثرهای سيل 
بهاری را در فراوانی ســيل، شــدت و مدت بارش و  رویدادهای 
دما و مدل ســازی خطر ســيل چندمتغيره بر اساس سه مفصل 
ارشميدوســی را مورد بررسی قرار دادند. با انجام تحليل ها و اثر 
دما در آب شــدن دریافتند بارش های شدید در ماه های نوابر تا 
مارس رخ می دهد كه نود درصد آن در فصل بهار اســت. بعلاوه 
ســراج و همکاران )2015( از چند تابع های كاپولا برای تحليل 
فراوانی ســيلاب بر رودخانه ساوا در اسلوونی به كاربردند. در این 
پژوهش از داده های 58 رویداد سيلاب بر اساس بيشينه ی مقدار 
ســالانه، ســنجه های آب دهی اوج، حجم و مدت زمان را مورد 
تجزیه و تحليل قرار دادند. تحليل ســنجه ها بر اســاس آزمون 
تاو كندال تابع گامبل هوگارد را مناســب ترین پراكندگی برای 
هر ســه سنجه  نشان داد. در ادامه دووان و همکاران )2016( از 
تابع های مفصل برای تحليل فراوانی ســيل دومتغيره در حوزه 
رودخانه هــووای به كاربردند. پراكندگــی دومتغيره ویژگی های 
سيل بر اســاس روش مفصل ساخته شــد. نتایج نشان داد كه 
مفصــل می تواند به عنــوان یك ابزار انعطــاف پذیر برای پيوند 

پراكندگی های حاشيه ای تك متغيره و دادن اطلاعات مفيد برای 
كاهش و مهار خطر جاری شدن سيل به كاربرده شود. 

لــی و همکاران )2019( بمنظور بررســی ســيلاب دومتغيره، 
حجم و شــدت بارش های بيشينه ی سالانه را در چهار زیر حوزه 
در شــرق چين با سه مفصل ارشميدوســی )گامبل، كلایتون و 
فرانك( تحليل و بررســی كردند. نتایج در زیر حوزه ها متفاوت 
بود و در ســه زیر حــوزه افزایش و تنهــا در یکی كاهش وقوع 

طوفان دیده شد.
 در پژوهش هــای داخلی می تــوان به چند مورد اشــاره كرد. 
فرخ نيا و مرید )2008( تحليل شــدت و مدت خشك ســالی با 
تابع های مفصل مورد بررســی قرار دادند. آن ها احتمال وقوع و 
 SPI دوره بازگشت دومتغيره خشك سالی برمبنای شاخص های
و EDI در ایســتگاه مهرآباد بررسی شــده قرار دادند. نتایج به 
دست آمده نشــان دهنده توانایی های مناسب تابع های مفصل 
نسبت به روش های متداول در مدل سازی احتمالاتی دومتغيره 
خشك سالی است . رحيمی و همکاران )2014( تحليل فراوانی 
سيل را با مفصل های ارشميدوسی در رودخانه چهل چای استان 
گلســتان انجام دادند و دوره بازگشت سيل را در دو حالت »یا« 
و »و« بررســی كردند. آن ها به این نتيجه رسيدند كه طراحی 
با حالت »یا« اطمينان پذیرتر اســت زیرا برای دوره بازگشــتی 
برابر با دوره بازگشــت یك متغيره اندازه های چندک بيش تری 
برای آب دهــی اوج و حجم برآورد می شودشــود و همين طور 
تحليل تك متغيره توصيه نمی شود. سالاری و همکاران )2015( 
در پژوهشــی به بررسی دومتغيره ســيلاب با تابع های مفصل 
ارشميدوسی و سه خانواده كوک-جانسون، علي-ميکائيل-حق 
و گامبل-هوگارد پرداختند. در این پژوهش با انجام آزمون های 
نکویی برازش به این نتيجه رسيدند كه پراكندگی گامبل هوگارد 
از ضریب همبستگی زیادتری نسبت به سایر تابع های برخوردار 
اســت و برای شبيه سازی توأم دوره بازگشــت این تابع نتيجه 
درســت تر با ریســك پذیری كم تری به همراه دارد. عباسيان و 
همکاران )2015( نيز متغيرهای ســيل را با تابع های حاشيه ای 
سنجه ی و ناسنجه ی و تابع های مفصل كلایتون، فرانك و گامبل 
بررســی كردند. نتایج ضریــب RMSE در انتخاب پراكندگی 
حاشيه ای ناســنجه ی كاركرد بهتری داشته است.  بيان كردند، 
تحليل هــای توأم برخلاف تحليل هــای تك متغيره كه تنها یك 
عدد را به ازای هر دوره بازگشــت در اختيار می دهند، بازه ای از 
اندازه های را برای هر متغير به ازای هر دوره بازگشت در اختيار 
قــرار داده اند كه این نشــان دهنده در نظــر گرفتن اثر متقابل 
متغيرهای وابسته ســيلاب در تحليل این پدیده است، بنابراین 
تحليل دومتغيره توصيه می شــود. احمدی و همکاران )2017( 
با تابع های مفصل ارشميدوســی در حوزه رودخانه دز به تحليل 

تحلیل فراوانی دومتغیره ی سیلاب با تابع...

5 - General Circulation of Atmosphere
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دوره ی 33، شماره ی 3، شماره ی پیاپی 128، پاییز 1399

فراوانی سيل در محل اتصال دو ایســتگاه آب سنجی پرداختند. 
تابــع مفصل فرانك به عنوان بهترین مفصل از ميان ســه مفصل 
دیگر انتخاب شد  تحليل توأم  مجموعه   های سيلاب دو سرشاخه 
متصل به هم نشان داد كه دو رودخانه سپيد دشت سزار و سپيد 
دشــت زاز هر 70 ســال یك بار به صورت همزمان می تواند در 

معرض سيلاب شدید قرار گيرند.
با این كه شيوه ی معياری تعيين معيار طرح های عمرانی به كاربردن 
پراكندگی های تك متغيره در تحليل فراوانی ســيلاب اســت، در 
بســياری از جا به علــت ماهيت چندمتغيره ی ایــن روی دادها، 
پراكندگی های تك متغير قادر به توصيف مناسب آن ها نيست. اما 
برای كاهش دادن زیان های سيل و امکان طراحی بهينه سازه های 
آبی قطعــاً اولين چيزی كه ضروری اســت، پيش بينی و برآورد 
اندازه های ســيلاب با دقت پذیرفتنی است. از آن جا كه اخيرا با 
وجود تغيير اقليمی، روی دادهای پيش بينی نشــده مانند ســيل، 
خشك سالی، آتش سوزی و... به طور بی سابقه یی در كشور افزایش 
یافته است، بررسی هر یك از این پدیده ها ضرورت دارد. از این رو 
هدف این پژوهش بررســی نتایج تحليــل فراوانی تك متغيره ی 
بيشينه ی آب دهی سالانه ی سيلاب با انتخاب بهترین پراكندگی  
حاشيه یی و تحليل دومتغيره ی آب دهی بيشينه و حجم سالانه ی 
سيلاب با تابع مفصل گامبل هوگارد در حوزه ی آجی چای است. 

همــه ی تحليل های تابع های توزیع تجمعــي و تابع های چگالي 
احتمال و دوره ی بازگشت های توأم دومتغيره ی سيلاب در متلب 

انجام شد.

مواد و روش ها
منطقه ی مورد مطالعه

حــوزه ی آجي  چاي در شــمال غــرب ایران یکــي از مهم ترین 
 زیرحوزه هــاي دریاچه اروميــه بين عرض هــای΄  42 37°  تا

 ΄ 30 38° شــمالي و طول΄ 40 45° تا΄ 53 47° شرقي است. 
این حوزه از ارتفاع 3400 متري دامنه هاي جنوب و جنوب غربي 
كوه ســبلان و حدود 33 كيلومتري شهرستان سراب شروع و با 
عبوركردن از شمال شهر تبریز، در غرب آذرشهر در ارتفاع 1270 
متري به دریاچه ی اروميه ختم مي شــود )شکل 1(. وسعت این 
حوزه در حدود 12790 كيلومتر مربع است. رودخانه ی آجی چاي 
در دامنه هاي شــمالی كوه سهند اســت. مشخصه های ایستگاه-

های آب ســنجی به كاررفته برای انجام تحليل فراوانی سيلاب در 
جدول )1( نشان داده شده  است )شركت مدیریت منابع آب ایران 
1397(. آب دهی هاي بيشــينه ی سالانه مشخص و مجموعه  هاي 
زماني متغيرهاي آب دهی اوج و حجم ســيلاب برای هر ایستگاه 

استخراج شد. 

 کیلومتری 33 حدود و سبلان کوه غربی جنوب و های جنوبدامنه متری 3400 ارتفاع از حوزه این. است شرقی °45 73 ΄تا 47° 40 ΄
. (8شکل ) شودمی ختم ارومیه یدریاچه به متری 8250 در ارتفاع آذرشهر غرب در تبریز، شهر شمال از کردنعبور با و شروع شهرستان سراب

های ایستگاه هایمشخصه .است کوه سهند شمالی هایدامنه در چایآجی یرودخانه .است مربع کیلومتر 82510 حدود در حوزه این وسعت
-دهیآب. (8315 منابع آب ایرانمدیریت شرکت ) است( نشان داده شده 8سیلاب در جدول )برای انجام تحلیل فراوانی کاررفته به سنجیآب

 . شداستخراج  سیلاب برای هر ایستگاه اوج و حجمدهی آب متغیرهای زمانی ایهمجموعه و مشخص سالانه یبیشینه های
 

.چایآجی یهای رودخانهموقعیت ایستگاه هایمشخصه -(1جدول )  
  برداریداده یدوره (m) ارتفاع (N°)عرض جغرافیایی  (E°)طول جغرافیایی  ایستگاه

°31 ”73 ´02 °42 آخولا  00´ 47” 8322 8352-8313  
8311-8372 8450 ”72 ´02 °31 ”82´24 °42 ونیار  

8312-8358 8700 ”74 ´01 °31 ”22´ 41 °42 مرکید  
8312-8312 8280 ”05 ´71 °35 ” 31 ´82 °45 ارزنق  

 

 
  .هاو ایستگاه حوزهموقعیت جغرافیایی  -(1شکل)

 
 ییحاشیه هایپراکندگی

 گامبل، ،3 نوع پیرسون نرمال، هایپراکندگی سپس و استخراج سالانه سیلاب یبیشینه هایداده ابتدا طرح، سیلاب برآورد متداول روش در
 ،شودمیکرده  برآورد خواهدل بازگشت یدوره ازای به سیلاب هایچندک آماری پراکندگی انتخاب از پس. شودمی داده برازش ویبول و گاما

 در اگر. شودکرده می بررسی اسمیرنف -لموگروفوک آزمون با پراکندگی هر برازش نکوییو  برازش، هاداده یمجموعه بر آماری هایپراکندگی
-بیش آزمون این یآماره. شودمی پذیرفته احتمالاتی پراکندگی شود، تایید اسمیرنف -گروفولموک آزمون با هامدل برازش% 7 معنیداریتراز 

 :شودمی نوشته 8 یرابطه با آماره این. است مختلف هایدسته در شدهگیریاندازه واقعی و شتهادانتظار هایفراوانی بین اختلاف ینتر
(           8 یرابطه     

   
      )) 

 .(2001است )ابراهیم و ایزیگزو  هابندیدسته کل تعداد n و رده تعداد i در واقعی تجمعی نسبی فراوانی F(xᵢ) و پراکندگی یآماره D آن در که
 

 کاپولا هایتابع
. (8171 اسکلار) است تربینانه واقع نتیجه در و کندمی استفاده تریمناسب هایالگوریتم از متغیرها توأم پراکندگی کردنتهیه برای کاپولا
کاپولا و  هایتابع(. 8111والدز  و )فریز برعکس و بسازد، توأم پراکندگی متفاوت ییحاشیه پراکندگی دارای وابسته متغیرهای از تواندمی کاپولا
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پراکندگی های حاشیه یی
در روش متداول برآورد ســيلاب طرح، ابتدا داده های بيشينه ی 
سيلاب سالانه استخراج و سپس پراكندگی های نرمال، پيرسون 
نــوع 3، گامبــل، گاما و ویبــول برازش داده می شــود. پس از 
انتخاب پراكندگی آماری چندک های ســيلاب به ازای دوره ی 
بازگشــت دل خواه برآورد كرده می شود، پراكندگی های آماری 
بر مجموعه  ی داده ها بــرازش، و نکویی برازش هر پراكندگی با 
آزمون كولموگروف- اســميرنف بررســی كرده می شود. اگر در 
تراز معنيداری 5 درصــد برازش مدل ها با آزمون كولموگروف- 
اسميرنف تایيد شــود، پراكندگی احتمالاتی پذیرفته می شود. 
آماره ی ایــن آزمــون بيش ترین اختــلاف بيــن فراوانی های 
انتظارداشــته و واقعی اندازه گيری شــده در دسته های مختلف 

است. این آماره با رابطه ی 1 نوشته می شود:
رابطه ی 1 

كه در آن D آماره ی پراكندگی و) F) xᵢ فراوانی نسبی تجمعی 
واقعی در i تعداد رده و n تعداد كل دسته بندی ها است )ابراهيم 

و ایزیگزو 2009(.

تابع های کاپولا
كاپولا برای تهيه كردن پراكندگی توأم متغيرها از الگوریتم هاي 
مناســب تري اســتفاده می كند و در نتيجه واقع بينانه تر است 
)اســکلار 1959(. كاپولا می تواند از متغيرهاي وابســته داراي 
پراكندگی حاشــيه یي متفاوت پراكندگی توأم بسازد، و برعکس 
)فریز و والدز 1998(. تابع های كاپولا و یا مفصل تابع هایي است 
كــه با آن ها توزیع هاي حاشــيه یي یك متغيره ی مختلف به هم 

پيوند زده می شود و توزیع هاي چندمتغيره را می سازد.
ایــن تابع ها، تابع هــای پراكندگی چندمتغيــره را به تابع های 
پراكندگی حاشيه یي یك بعدي آن ها اتصال می دهند، و از طرف 
دیگر حاشــيه هاي یك بعدي یك نواخت P در بازه ی ]0،1[ دارد 
كه برای متغير تصادفی وابســته UP.,U1 بررسی شده است. 
رابطــه ی بين این متغيرهــای تصادفی از راه تابــع پراكندگی 

مشترک  تعریف می شود )رابطه ی 2(:
رابطه ی 2

انــدازه ی هر متغير در بازه ی ]0،1[ اســت. به عبارت دیگر، هر 
جفت )U2,U1( منجر به یك نقطه یy)F(x) ، G در مربعی 
به ابعاد ]0،1[ می شود و این جفت داده، به نوبه ی خود مقداري 

در بازه ی ]0،1[ دارد كه پراكندگی توأم) H(x,y است.
كاپولاي دومتغيره را می توان با رابطه ی 3 بيان كرد:

رابطه ی 3 

ســاده ترین نوع كاپولا با مستقل فرض كردن دو متغير تصادفی 
شرط هاي رابطه ی 4 و 5 را دارد.

رابطه ی 4 و رابطه ی 5 

 F ،بعدی n مطابق با قضيه اســکلار براي هر تابــع پراكندگی
می تواند با رابطه ی 6 تعریف شود:

رابطه ی 6

  كه در آن Fn...F1 تابع های پراكندگی یك متغيره یا حاشيه ي 
 C اســت. اگر این تابع ها پيوسته باشــند تابع كاپولایی به نام

هست كه با رابطه ی 7 بيان می شود.
رابطه ی 7

كــه در آن )un(1-Fn , … ,)u1(1-F1(( تابع پراكندگی در 
مقابل تابع حاشيه یي است )نلسون 2006(. 

کاپولای ارشمیدسی
مفصل ها در رده هاي متفاوتي مانند T، ارشميدســي، بيضي و 
گاوسی مقادیر حدي طبقه بندي مي شوند و هر رده مفصل هاي 
مختلفــی دارد كــه از خانواده ی ارشميدســی در پژوهش های 
متعددی در مهندســی آب به كارگرفته شــده اســت. در این 
پژوهش تابع گامبل هوگارد از خانواده ی ارشميدســی به دليل 
داشتن همبستگی مناســب و زیادتر از سایر تابع ها به كارگرفته 

شده است )اسميت 2006(.
به دليل ســهولت ساختار و متقارن بودن یکی از تابع های مهم و 
كاربردي كاپولاها خانواده ی ارشميدسی است. تابع های مفصل 

ارشميدسي دومتغيره به شکل زیر تعریف مي شود:

رابطه ی 8

ســنجه ی  )φ( مولد كاپولا شناخته می شود كه پيوسته، محدب 
و نامنفی اســت. بــه ازای مولدهای متفــاوت، تابع های مفصل 
ارشميدســی مختلفی ساخته می شــود. نمایش ریاضی گامبل 
 ө  هوگارد در جدول 2 آورده شده است. در این تابع ها سنجه ی
درجه ی وابســتگی بين متغيرهای وابسته را نشان می دهد. u و 
v تابع پراكندگی تجمعی متغيرهای بررسی شده است. رابطه ی 
كلــی بين تاو كندال )τ( و این مولد بــراي مجموعه داده هاي 

 .سازدمی را چندمتغیره هایو توزیع شودمی زده پیوند هم به مختلف یمتغیرهیك ییحاشیه هایها توزیعآن با که است یهایتابعیا مفصل 
-یك هایحاشیه دیگر طرف از و ،دهندمی اتصال هاآن بعدییك ییحاشیه پراکندگی هایتابع به را چندمتغیره پراکندگی هایتابع، هاتابع این

 راهتصادفی از  یبین این متغیرها یبررسی شده است. رابطه U1,.UPکه برای متغیر تصادفی وابسته  دارد[ 0،8] یبازه در Pنواخت یك بعدی
 :(2 یرابطه) شودمیمشترک  تعریف  پراکندگیتابع 

(          2 یرابطه                     ) 

 شودمی [0،8]در مربعی به ابعاد  F(x)  ،G(y)ینقطه یك به منجر (U1,U2)جفت  هر دیگر، عبارت به .است[ 0،8] یبازه در متغیر هر یاندازه
 .است H(x,y)توأم  پراکندگی دارد که[ 0،8] یبازه در مقداری خود ینوبه و این جفت داده، به

 :کرد بیان 3 یرابطه با توانمیرا  دومتغیره کاپولای
                   3 یرابطه

 را دارد. 7و  4 یرابطه هایشرط تصادفی متغیر دو کردنفرض مستقل با کاپولا نوع ترینساده
 

(      4 یرابطه        ) (       و                     )      

(        7 یرابطه           )           )           )            
if                                          

 
 تعریف شود: 2 یرابطه باتواند می Fبعدی،  n پراکندگی تابع هر مطابق با قضیه اسکلار برای

(           2 یرابطه             )         )) 

 5 یرابطه با که هست Cنام  به ییکاپولا تابع باشند پیوسته هاتابع این اگر. است یحاشیه متغیره یایك پراکندگی هایتابع F1...Fnکه در آن   
 .شودمی بیان

(         5 یرابطه             )           ))               

 
F1) آن در که

-1(u1), … , Fn
-1(un)) (. 2002)نلسون  است ییحاشیه تابع مقابل در پراکندگی تابع 

 
 کاپولای ارشمیدسی

 از که ی داردمختلف هایمفصل رده هر و شوندمی بندیطبقه حدی گاوسی مقادیر و بیضی ، ارشمیدسی،T مانند متفاوتی هایردهها در مفصل
 یپژوهش تابع گامبل هوگارد از خانوادهاین است. در  هکارگرفته شدبه آب در مهندسی متعددی هایپژوهش در ارشمیدسی یخانواده

 (.2002ه است )اسمیت کارگرفته شدبه هاتابعسایر  از ترزیادداشتن همبستگی مناسب و  دلیلبهارشمیدسی 
 ارشمیدسی مفصل هایتابع .استارشمیدسی  یکاپولاها خانواده کاربردی و مهم هایتابع از یکی بودنمتقارن و ساختار سهولت دلیل به

 شود:می تعریف زیر شکل به دومتغیره
 Cө (u, v) = φ-1(φ(u) + φ(v)) 1 یرابطه

 مختلفی ارشمیدسی مفصل هایتابع متفاوت، به ازای مولدهای .است منفینا و محدب پیوسته، که شودمی شناخته کاپولا ( مولدφ) یسنجه
وابستگی بین متغیرهای وابسته  یدرجه ө یسنجه هاتابعآورده شده است. در این  2شود. نمایش ریاضی گامبل هوگارد در جدول ساخته می

 هایداده مجموعه برای مولد این ( وτ) کندال تاو بین کلی ی. رابطهاست شدهتجمعی متغیرهای بررسی پراکندگیتابع  vو  uدهد. را نشان می
 .شودبیان  1 یرابطه با تواندمی دومتغیره

∫           1ی رابطه   
  

   
 

 

 

 
  

 .سازدمی را چندمتغیره هایو توزیع شودمی زده پیوند هم به مختلف یمتغیرهیك ییحاشیه هایها توزیعآن با که است یهایتابعیا مفصل 
-یك هایحاشیه دیگر طرف از و ،دهندمی اتصال هاآن بعدییك ییحاشیه پراکندگی هایتابع به را چندمتغیره پراکندگی هایتابع، هاتابع این

 راهتصادفی از  یبین این متغیرها یبررسی شده است. رابطه U1,.UPکه برای متغیر تصادفی وابسته  دارد[ 0،8] یبازه در Pنواخت یك بعدی
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 شودمی [0،8]در مربعی به ابعاد  F(x)  ،G(y)ینقطه یك به منجر (U1,U2)جفت  هر دیگر، عبارت به .است[ 0،8] یبازه در متغیر هر یاندازه
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 :کرد بیان 3 یرابطه با توانمیرا  دومتغیره کاپولای
                   3 یرابطه

 را دارد. 7و  4 یرابطه هایشرط تصادفی متغیر دو کردنفرض مستقل با کاپولا نوع ترینساده
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 تعریف شود: 2 یرابطه باتواند می Fبعدی،  n پراکندگی تابع هر مطابق با قضیه اسکلار برای

(           2 یرابطه             )         )) 
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if                                          

 
 تعریف شود: 2 یرابطه باتواند می Fبعدی،  n پراکندگی تابع هر مطابق با قضیه اسکلار برای

(           2 یرابطه             )         )) 

 5 یرابطه با که هست Cنام  به ییکاپولا تابع باشند پیوسته هاتابع این اگر. است یحاشیه متغیره یایك پراکندگی هایتابع F1...Fnکه در آن   
 .شودمی بیان

(         5 یرابطه             )           ))               

 
F1) آن در که

-1(u1), … , Fn
-1(un)) (. 2002)نلسون  است ییحاشیه تابع مقابل در پراکندگی تابع 

 
 کاپولای ارشمیدسی

 از که ی داردمختلف هایمفصل رده هر و شوندمی بندیطبقه حدی گاوسی مقادیر و بیضی ، ارشمیدسی،T مانند متفاوتی هایردهها در مفصل
 یپژوهش تابع گامبل هوگارد از خانوادهاین است. در  هکارگرفته شدبه آب در مهندسی متعددی هایپژوهش در ارشمیدسی یخانواده

 (.2002ه است )اسمیت کارگرفته شدبه هاتابعسایر  از ترزیادداشتن همبستگی مناسب و  دلیلبهارشمیدسی 
 ارشمیدسی مفصل هایتابع .استارشمیدسی  یکاپولاها خانواده کاربردی و مهم هایتابع از یکی بودنمتقارن و ساختار سهولت دلیل به

 شود:می تعریف زیر شکل به دومتغیره
 Cө (u, v) = φ-1(φ(u) + φ(v)) 1 یرابطه

 مختلفی ارشمیدسی مفصل هایتابع متفاوت، به ازای مولدهای .است منفینا و محدب پیوسته، که شودمی شناخته کاپولا ( مولدφ) یسنجه
وابستگی بین متغیرهای وابسته  یدرجه ө یسنجه هاتابعآورده شده است. در این  2شود. نمایش ریاضی گامبل هوگارد در جدول ساخته می

 هایداده مجموعه برای مولد این ( وτ) کندال تاو بین کلی ی. رابطهاست شدهتجمعی متغیرهای بررسی پراکندگیتابع  vو  uدهد. را نشان می
 .شودبیان  1 یرابطه با تواندمی دومتغیره

∫           1ی رابطه   
  

   
 

 

 

 
  

 کیلومتری 33 حدود و سبلان کوه غربی جنوب و های جنوبدامنه متری 3400 ارتفاع از حوزه این. است شرقی °45 73 ΄تا 47° 40 ΄
. (8شکل ) شودمی ختم ارومیه یدریاچه به متری 8250 در ارتفاع آذرشهر غرب در تبریز، شهر شمال از کردنعبور با و شروع شهرستان سراب

های ایستگاه هایمشخصه .است کوه سهند شمالی هایدامنه در چایآجی یرودخانه .است مربع کیلومتر 82510 حدود در حوزه این وسعت
-دهیآب. (8315 منابع آب ایرانمدیریت شرکت ) است( نشان داده شده 8سیلاب در جدول )برای انجام تحلیل فراوانی کاررفته به سنجیآب

 . شداستخراج  سیلاب برای هر ایستگاه اوج و حجمدهی آب متغیرهای زمانی ایهمجموعه و مشخص سالانه یبیشینه های
 

.چایآجی یهای رودخانهموقعیت ایستگاه هایمشخصه -(1جدول )  
  برداریداده یدوره (m) ارتفاع (N°)عرض جغرافیایی  (E°)طول جغرافیایی  ایستگاه

°31 ”73 ´02 °42 آخولا  00´ 47” 8322 8352-8313  
8311-8372 8450 ”72 ´02 °31 ”82´24 °42 ونیار  

8312-8358 8700 ”74 ´01 °31 ”22´ 41 °42 مرکید  
8312-8312 8280 ”05 ´71 °35 ” 31 ´82 °45 ارزنق  

 

 
  .هاو ایستگاه حوزهموقعیت جغرافیایی  -(1شکل)

 
 ییحاشیه هایپراکندگی

 گامبل، ،3 نوع پیرسون نرمال، هایپراکندگی سپس و استخراج سالانه سیلاب یبیشینه هایداده ابتدا طرح، سیلاب برآورد متداول روش در
 ،شودمیکرده  برآورد خواهدل بازگشت یدوره ازای به سیلاب هایچندک آماری پراکندگی انتخاب از پس. شودمی داده برازش ویبول و گاما

 در اگر. شودکرده می بررسی اسمیرنف -لموگروفوک آزمون با پراکندگی هر برازش نکوییو  برازش، هاداده یمجموعه بر آماری هایپراکندگی
-بیش آزمون این یآماره. شودمی پذیرفته احتمالاتی پراکندگی شود، تایید اسمیرنف -گروفولموک آزمون با هامدل برازش% 7 معنیداریتراز 

 :شودمی نوشته 8 یرابطه با آماره این. است مختلف هایدسته در شدهگیریاندازه واقعی و شتهادانتظار هایفراوانی بین اختلاف ینتر
(           8 یرابطه     

   
      )) 

 .(2001است )ابراهیم و ایزیگزو  هابندیدسته کل تعداد n و رده تعداد i در واقعی تجمعی نسبی فراوانی F(xᵢ) و پراکندگی یآماره D آن در که
 

 کاپولا هایتابع
. (8171 اسکلار) است تربینانه واقع نتیجه در و کندمی استفاده تریمناسب هایالگوریتم از متغیرها توأم پراکندگی کردنتهیه برای کاپولا
کاپولا و  هایتابع(. 8111والدز  و )فریز برعکس و بسازد، توأم پراکندگی متفاوت ییحاشیه پراکندگی دارای وابسته متغیرهای از تواندمی کاپولا

تحلیل فراوانی دومتغیره ی سیلاب با تابع...
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دوره ی 33، شماره ی 3، شماره ی پیاپی 128، پاییز 1399

دومتغيره می تواند با رابطه ی 9 بيان شود.
 رابطه ی 9

.(2002سمونوویچ  و )کاماکار ریاضی تابع مفصل گامبل هوگارد هایمشخصهنمایش  -(2جدول )  
Cө (u, v) φ(t) τ ө  

             ))        )) )1/ө)       ))        [1,∞] 

 
 های توأمبازگشت یدوره
زیر بیان  شکلهتوان برا می Y≥yو  X≥ xبازگشت شرطی  یدوره مفصل، تابعبا  متغیر وابسته دو توأم هایبازگشت یدوره آوردن دستبه برای
 کرد.

 |   80 یرابطه
   | )   

    | 
   | ) 

 |   88 ی  رابطه
   | )     |   )          )

    )  

 
انجام گرفته  MATLABها در ها و تحلیلرابطه یهمهاست.  X,Yتجمعی متغیرهای  پراکندگیتابع  P(X≤ x,Y≤ y) HX,Y = (x, y)که در آن 

 است.
 

 سازیارزیابی شبیه
های روشبا  پراکندگی هایسنجه زدنتخمین از پس یافتهبرازش پراکندگیمدل  کارکرد کردنمناسب یا ارزیابی مدل کردنبرای انتخاب

 کارآیی ضریب ( و82 یرابطه)( RMSE) خطامربعمیانگین یریشه یدعد هایآزمون. شودمی کاربردهبه برازش نیکویی هایآزمون گوناگون،
  .است (83 یرابطه) (NSE) ساتکلیف-نش

∑√       82 ی  رابطه       )  
   

  

        83 ی  رابطه
∑       ) 

   
 

∑      ̅) 
   

  

 سازیشبیه هایداده Si و دوره کل سال در هر ییمشاهده هایداده Oi شده، سازیشبیه هایداده میانگین ̅  ،ییمشاهده هایداده میانگین  ̅ 
 .(2007مینگ و همکاران  )گوانگ است دوره کل در سال هر یشده

 
 نتایج

 سیلاب یمتغیرهتکتحلیل 
 هایمجموعه  به ویبول و گاما گامبل، ،3 نوع پیرسون ،بهنجارآماری  پراکندگی پنجها، سیلاب ایستگاه یمتغیرهتك فراوانیکردن  تحلیل برای

 شدهانتخاب پراکندگی با متغیرها هماهنگی کردنبررسی و همبستگی دادنتشخیص برای .شد داده برازش سالانه دهیآب یبیشینه زمانی
 یك چگونه که رودمی کار به موضوع این تشخیص برای نمودار این. شد رسم هاآن( 2CDF) ییحاشیه تجمعی پراکندگی وQ-Q plot   نمودار

 پراکندگی هایچارک با را متغیر یشدهمرتب هایاندازه Q-Q نمودار. کند الگوبندی را تجربی هایداده خوبی به تواندمی نظری پراکندگی
 یك با ریشه از که دهندمی تشکیل را خطی یالگوی نمودار روی هایهنقط باشد، هماهنگ پراکندگی دو این اگر. کندمی مقایسه یخاص نظری
 یرابطه اگر. بود خواهد y=x خط روی تقریباً Q-Q نمودار روی هاینقطه باشد، مشابه شدهمقایسه پراکندگی دو اگر. گذردمی واحد شیب

 برازش نیکویی آزمونبا  .ستین y=x خط الزاماً خط این ولی ،است راست خط روی تقریباً نمودار هاینقطه باشد، خطی هاپراکندگی
 برای ایستگاه آخولا پراکندگی بهترین 3 نوع پیرسون لوگ پراکندگی باشد، ترکم هرچه آماره این مقداربا این فرض که  اسمیرنف -لموگروفوک

 لوگ پراکندگی احتمال تجمعی تابع ،Q-Q نمودارهایو  هاداده نمودار ستونی و شدهداده برازش احتمال چگالی هایتابع 2 شکل .شد انتخاب
 3 ها در جدولآماری سایر ایستگاه پراکندگیانتخاب بهترین  عددی هایاندازه یهنتیج. دهدمی تنها برای ایستگاه آخولا نشان را 3 پیرسون

انتخاب  بهنجار پراکندگیگامبل و ایستگاه ارزنق  پراکندگی، ایستگاه مرکید 3 نوع پیرسون پراکندگیگزارش شده است. برای ایستگاه ونیار 
  شد.

 
                                                           
6- Cumulative Distribution Function 

 .سازدمی را چندمتغیره هایو توزیع شودمی زده پیوند هم به مختلف یمتغیرهیك ییحاشیه هایها توزیعآن با که است یهایتابعیا مفصل 
-یك هایحاشیه دیگر طرف از و ،دهندمی اتصال هاآن بعدییك ییحاشیه پراکندگی هایتابع به را چندمتغیره پراکندگی هایتابع، هاتابع این

 راهتصادفی از  یبین این متغیرها یبررسی شده است. رابطه U1,.UPکه برای متغیر تصادفی وابسته  دارد[ 0،8] یبازه در Pنواخت یك بعدی
 :(2 یرابطه) شودمیمشترک  تعریف  پراکندگیتابع 

(          2 یرابطه                     ) 

 شودمی [0،8]در مربعی به ابعاد  F(x)  ،G(y)ینقطه یك به منجر (U1,U2)جفت  هر دیگر، عبارت به .است[ 0،8] یبازه در متغیر هر یاندازه
 .است H(x,y)توأم  پراکندگی دارد که[ 0،8] یبازه در مقداری خود ینوبه و این جفت داده، به

 :کرد بیان 3 یرابطه با توانمیرا  دومتغیره کاپولای
                   3 یرابطه

 را دارد. 7و  4 یرابطه هایشرط تصادفی متغیر دو کردنفرض مستقل با کاپولا نوع ترینساده
 

(      4 یرابطه        ) (       و                     )      

(        7 یرابطه           )           )           )            
if                                          

 
 تعریف شود: 2 یرابطه باتواند می Fبعدی،  n پراکندگی تابع هر مطابق با قضیه اسکلار برای

(           2 یرابطه             )         )) 

 5 یرابطه با که هست Cنام  به ییکاپولا تابع باشند پیوسته هاتابع این اگر. است یحاشیه متغیره یایك پراکندگی هایتابع F1...Fnکه در آن   
 .شودمی بیان

(         5 یرابطه             )           ))               

 
F1) آن در که

-1(u1), … , Fn
-1(un)) (. 2002)نلسون  است ییحاشیه تابع مقابل در پراکندگی تابع 

 
 کاپولای ارشمیدسی

 از که ی داردمختلف هایمفصل رده هر و شوندمی بندیطبقه حدی گاوسی مقادیر و بیضی ، ارشمیدسی،T مانند متفاوتی هایردهها در مفصل
 یپژوهش تابع گامبل هوگارد از خانوادهاین است. در  هکارگرفته شدبه آب در مهندسی متعددی هایپژوهش در ارشمیدسی یخانواده

 (.2002ه است )اسمیت کارگرفته شدبه هاتابعسایر  از ترزیادداشتن همبستگی مناسب و  دلیلبهارشمیدسی 
 ارشمیدسی مفصل هایتابع .استارشمیدسی  یکاپولاها خانواده کاربردی و مهم هایتابع از یکی بودنمتقارن و ساختار سهولت دلیل به

 شود:می تعریف زیر شکل به دومتغیره
 Cө (u, v) = φ-1(φ(u) + φ(v)) 1 یرابطه

 مختلفی ارشمیدسی مفصل هایتابع متفاوت، به ازای مولدهای .است منفینا و محدب پیوسته، که شودمی شناخته کاپولا ( مولدφ) یسنجه
وابستگی بین متغیرهای وابسته  یدرجه ө یسنجه هاتابعآورده شده است. در این  2شود. نمایش ریاضی گامبل هوگارد در جدول ساخته می

 هایداده مجموعه برای مولد این ( وτ) کندال تاو بین کلی ی. رابطهاست شدهتجمعی متغیرهای بررسی پراکندگیتابع  vو  uدهد. را نشان می
 .شودبیان  1 یرابطه با تواندمی دومتغیره

∫           1ی رابطه   
  

   
 

 

 

 
  

دوره ی بازگشت های توأم
برای به دســت آوردن دوره ی بازگشت های توأم دو متغير وابسته با 
تابع مفصل، دوره ی بازگشــت شــرطی X≥ x و Y≥y را می توان 

به شکل زیر بيان كرد.
رابطه ی 10

رابطه   ی 11

كه در آن

تابع پراكندگی تجمعی متغيرهای X,Y اســت. همه ی رابطه ها و 
تحليل ها در MATLAB انجام گرفته است.

ارزیابی شبیه سازی
بــرای انتخاب كردن مدل مناســب یا ارزیابی كــردن كاركرد مدل 
پراكندگی برازش یافته پس از تخمين زدن سنجه های پراكندگی با 
روش های گوناگون، آزمون های نيکویی برازش به كاربرده می شود. 
آزمون های عددی ریشه ی ميانگين مربع خطا )RMSE( )رابطه ی 
12( و ضریب كارآیی نش-ساتکليف )NSE( )رابطه ی 13( است. 

رابطه   ی 12

رابطه   ی 13

O ̅  ميانگيــن داده هــای مشــاهده یی، S ̅ ميانگيــن داده هــای 
شبيه سازی شده، Oi داده های مشــاهده یی هر سال در كل دوره 
 و Si داده های شــبيه ســازی شده ی هر ســال در كل دوره است 

)گوانگ مينگ و همکاران 2005(.

نتایج
تحلیل تک متغیره ی سیلاب

برای تحليل كردن فراوانی تك متغيره ی ســيلاب ایستگاه ها، پنج 
پراكندگی آماری بهنجار، پيرســون نوع 3، گامبل، گاما و ویبول به  
مجموعه -های زمانی بيشــينه ی  آب دهی سالانه برازش داده شد. 
برای تشــخيص دادن همبستگی و بررسی كردن هماهنگی متغيرها 
با پراكندگی انتخاب شده نمودار   Q-Q plotو پراكندگی تجمعی 

حاشيه یی ) CDF(6 آن ها رسم شد.
 این نمودار برای تشخيص این موضوع به كار می رود كه چگونه یك 
پراكندگی نظری می تواند به خوبــی داده های تجربی را الگوبندی 
كند. نمودار Q-Q اندازه های مرتب شــده ی متغير را با چارک های 
پراكندگی نظری خاصی مقایســه می كند. اگــر این دو پراكندگی 
هماهنگ باشــد، نقطه های روی نمودار الگویی خطی را تشــکيل 
می دهند كه از ریشه با یك شيب واحد می گذرد. اگر دو پراكندگی 
مقایسه شده مشابه باشد، نقطه های روی نمودار Q-Q تقریباً روی 

خط y=x خواهد بود.
 اگر رابطه ی پراكندگی ها خطی باشد، نقطه های نمودار تقریباً روی 
خط راســت اســت، ولی این خط الزاماً خط y=x نيست. با آزمون 
نيکویی برازش كولموگروف- اســميرنف با این فرض كه مقدار این 
آماره هرچه كم تر باشــد، پراكندگی آمار پيرســون نوع 3 بهترین 

پراكندگی برای ایستگاه آخولا انتخاب شد.
 شکل 2 تابع های چگالی احتمال برازش داده شده و نمودار ستونی 
داده ها و نمودارهــای Q-Q، تابع تجمعی احتمال پراكندگی آمار 
پيرســون 3 را تنها برای ایستگاه آخولا نشــان می دهد. نتيجه ی 
اندازه های عددی انتخاب بهترین پراكندگی آماری سایر ایستگاه ها 

در جدول 3 گزارش شده است. 
بــرای ایســتگاه ونيــار پراكندگی پيرســون نــوع 3، ایســتگاه 
 مركيــد پراكندگــی گامبل و ایســتگاه ارزنــق پراكندگی بهنجار 

انتخاب شد. 

.(2002سمونوویچ  و )کاماکار ریاضی تابع مفصل گامبل هوگارد هایمشخصهنمایش  -(2جدول )  
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 های توأمبازگشت یدوره
زیر بیان  شکلهتوان برا می Y≥yو  X≥ xبازگشت شرطی  یدوره مفصل، تابعبا  متغیر وابسته دو توأم هایبازگشت یدوره آوردن دستبه برای
 کرد.
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انجام گرفته  MATLABها در ها و تحلیلرابطه یهمهاست.  X,Yتجمعی متغیرهای  پراکندگیتابع  P(X≤ x,Y≤ y) HX,Y = (x, y)که در آن 

 است.
 

 سازیارزیابی شبیه
های روشبا  پراکندگی هایسنجه زدنتخمین از پس یافتهبرازش پراکندگیمدل  کارکرد کردنمناسب یا ارزیابی مدل کردنبرای انتخاب

 کارآیی ضریب ( و82 یرابطه)( RMSE) خطامربعمیانگین یریشه یدعد هایآزمون. شودمی کاربردهبه برازش نیکویی هایآزمون گوناگون،
  .است (83 یرابطه) (NSE) ساتکلیف-نش

∑√       82 ی  رابطه       )  
   

  

        83 ی  رابطه
∑       ) 
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 سازیشبیه هایداده Si و دوره کل سال در هر ییمشاهده هایداده Oi شده، سازیشبیه هایداده میانگین ̅  ،ییمشاهده هایداده میانگین  ̅ 
 .(2007مینگ و همکاران  )گوانگ است دوره کل در سال هر یشده

 
 نتایج

 سیلاب یمتغیرهتکتحلیل 
 هایمجموعه  به ویبول و گاما گامبل، ،3 نوع پیرسون ،بهنجارآماری  پراکندگی پنجها، سیلاب ایستگاه یمتغیرهتك فراوانیکردن  تحلیل برای

 شدهانتخاب پراکندگی با متغیرها هماهنگی کردنبررسی و همبستگی دادنتشخیص برای .شد داده برازش سالانه دهیآب یبیشینه زمانی
 یك چگونه که رودمی کار به موضوع این تشخیص برای نمودار این. شد رسم هاآن( 2CDF) ییحاشیه تجمعی پراکندگی وQ-Q plot   نمودار

 پراکندگی هایچارک با را متغیر یشدهمرتب هایاندازه Q-Q نمودار. کند الگوبندی را تجربی هایداده خوبی به تواندمی نظری پراکندگی
 یك با ریشه از که دهندمی تشکیل را خطی یالگوی نمودار روی هایهنقط باشد، هماهنگ پراکندگی دو این اگر. کندمی مقایسه یخاص نظری
 یرابطه اگر. بود خواهد y=x خط روی تقریباً Q-Q نمودار روی هاینقطه باشد، مشابه شدهمقایسه پراکندگی دو اگر. گذردمی واحد شیب

 برازش نیکویی آزمونبا  .ستین y=x خط الزاماً خط این ولی ،است راست خط روی تقریباً نمودار هاینقطه باشد، خطی هاپراکندگی
 برای ایستگاه آخولا پراکندگی بهترین 3 نوع پیرسون لوگ پراکندگی باشد، ترکم هرچه آماره این مقداربا این فرض که  اسمیرنف -لموگروفوک

 لوگ پراکندگی احتمال تجمعی تابع ،Q-Q نمودارهایو  هاداده نمودار ستونی و شدهداده برازش احتمال چگالی هایتابع 2 شکل .شد انتخاب
 3 ها در جدولآماری سایر ایستگاه پراکندگیانتخاب بهترین  عددی هایاندازه یهنتیج. دهدمی تنها برای ایستگاه آخولا نشان را 3 پیرسون

انتخاب  بهنجار پراکندگیگامبل و ایستگاه ارزنق  پراکندگی، ایستگاه مرکید 3 نوع پیرسون پراکندگیگزارش شده است. برای ایستگاه ونیار 
  شد.
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 .ایستگاه آخولا 3 نوع پیرسون لوگ پراکندگی (CDF) احتمال تجمعی تابع ج( ،3 پیرسون نوع لوگ پراکندگی (Q-Q) چندک

 
  

جشکل  بشکل    

تحلیل فراوانی دومتغیره ی سیلاب با تابع...



پژوهش های آبخیزداری 27

دوره ی 33، شماره ی 3، شماره ی پیاپی 128، پاییز 1399

تحليــل فراوانی تك متغيــره پس از انتخاب كــردن پراكندگی 
مناســب برای هر  مجموعــه   از داده ها با تابع هــای پراكندگی 
احتمــال مربــوط انجــام گرفــت. شــکل 3 نمــودار دوره 

بازگشــت تك متغيــره آب دهی بيشــينه  را  بــرای دوره های 
 بازگشــت 2، 5، 10، 25، 50 و 100 ســال برای ایســتگاه ها 

نشان می دهد.

  .اسمیرنف -لموگروفوک برازش نیکویی آزمون با پراکندگی بهترین انتخاب -(3)جدول
3 لوگ پیرسون نرمال گامبل ایستگاه  گاما ویبول 

80221/0 مقدار خطا آخولا  82228/0  01534/0  82012/0  01752/0  

 2 4 8 7 3 رتبه

88081/0 مقدار خطا ونیار  83745/0  80081/0  82414/0  88341/0  

 3 4 8 7 2 رتبه

80103/0 مقدار خطا مرکید  88843/0  84848/0  81224/0  85402/0  

 4 7 3 2 8 رتبه

8117/0 مقدار خطا ارزنق  84122/0  85424/0  81417/0  20531/0  

 7 3 2 8 4 رتبه

 
احتمال مربوط انجام گرفت.  پراکندگی هایتابعها با از داده مجموعه مناسب برای هر  پراکندگی کردنپس از انتخاب متغیرهتكتحلیل فراوانی 

-ها نشان میبرای ایستگاه سال 800 و 70 ،27 ،80 ،7 ،2 بازگشت هایدوره برای  را بیشینه دهیآب متغیرهتك بازگشت دوره نمودار 3 شکل
 دهد.

 

 
.هاایستگاه یبیشینه دهیآببازگشت  یدوره نمودارهای -(3)شکل  

 
 شد بینیپیش ثانیه بر مترمکعب 57/300  و 18/221 ترتیبهب سیلاب دهیآب مقدار ساله 800 و 70 بازگشت یدوره در ایستگاه آخولا 
 51/885و ایستگاه ارزنق  4/827، ایستگاه مرکید 52/324سیلابی  دهیآبساله مقدار  800بازگشت  یایستگاه ونیار با دوره .(3شکل )

به  است لازم هم اند، با داخلی کنشبرهم با ویژگی چندین از متأثر شناسیآبهای پدیده اینکه به توجه . بادادبر ثانیه را نشان  مترمکعب
 .شدمفصل انجام  هایتابعبا  دومتغیرهتحلیل  بنابراین .شود توجه نیز متغیرها این بین داخلی وابستگی ساختار

 
 سیلاب )کاپولا( یدومتغیرهتحلیل 

 دومتغیرهحجم ایستگاه آخولا از تحلیل  و اوج دهیآب متغیرِ دو سیلاب، تصادفی متغیرهای میان دومتغیره وابستگی ساختار کردنبررسیبرای 
 و ؛ لی2001 سمونوویچ و ؛ کاماکار2003 همکاران و میچل دی ؛2002 سینگ و ها )ژانگسایر مفصل ازبهتر  کارکردبا مفصل گامبل به دلیل 

. برای است یکسان فیزیکی یپدیده با شدهتصادفی تعریف متغیرهای سیلاب حجم - اوجدهی آب بهره گرفته شد. متغیرهای (2081 همکاران
ی یحاشیه پراکندگیو Q-Q plot گامبل هوگار مانند قبل نمودار  پراکندگیهماهنگی متغیرها با کردن همبستگی و بررسی دادن تشخیص 
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 4 7 3 2 8 رتبه

8117/0 مقدار خطا ارزنق  84122/0  85424/0  81417/0  20531/0  

 7 3 2 8 4 رتبه

 
احتمال مربوط انجام گرفت.  پراکندگی هایتابعها با از داده مجموعه مناسب برای هر  پراکندگی کردنپس از انتخاب متغیرهتكتحلیل فراوانی 

-ها نشان میبرای ایستگاه سال 800 و 70 ،27 ،80 ،7 ،2 بازگشت هایدوره برای  را بیشینه دهیآب متغیرهتك بازگشت دوره نمودار 3 شکل
 دهد.

 

 
.هاایستگاه یبیشینه دهیآببازگشت  یدوره نمودارهای -(3)شکل  

 
 شد بینیپیش ثانیه بر مترمکعب 57/300  و 18/221 ترتیبهب سیلاب دهیآب مقدار ساله 800 و 70 بازگشت یدوره در ایستگاه آخولا 
 51/885و ایستگاه ارزنق  4/827، ایستگاه مرکید 52/324سیلابی  دهیآبساله مقدار  800بازگشت  یایستگاه ونیار با دوره .(3شکل )

به  است لازم هم اند، با داخلی کنشبرهم با ویژگی چندین از متأثر شناسیآبهای پدیده اینکه به توجه . بادادبر ثانیه را نشان  مترمکعب
 .شدمفصل انجام  هایتابعبا  دومتغیرهتحلیل  بنابراین .شود توجه نیز متغیرها این بین داخلی وابستگی ساختار

 
 سیلاب )کاپولا( یدومتغیرهتحلیل 

 دومتغیرهحجم ایستگاه آخولا از تحلیل  و اوج دهیآب متغیرِ دو سیلاب، تصادفی متغیرهای میان دومتغیره وابستگی ساختار کردنبررسیبرای 
 و ؛ لی2001 سمونوویچ و ؛ کاماکار2003 همکاران و میچل دی ؛2002 سینگ و ها )ژانگسایر مفصل ازبهتر  کارکردبا مفصل گامبل به دلیل 

. برای است یکسان فیزیکی یپدیده با شدهتصادفی تعریف متغیرهای سیلاب حجم - اوجدهی آب بهره گرفته شد. متغیرهای (2081 همکاران
ی یحاشیه پراکندگیو Q-Q plot گامبل هوگار مانند قبل نمودار  پراکندگیهماهنگی متغیرها با کردن همبستگی و بررسی دادن تشخیص 
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 در ایســتگاه آخولا دوره ی بازگشــت 50 و 100 ســاله مقدار 
آب دهی ســيلاب به ترتيــب 269/91 و  300/75 مترمکعب بر 
ثانيه پيش بينی شد )شکل 3(. ایستگاه ونيار با دوره ی بازگشت 
100 ســاله مقدار آب دهی ســيلابی 324/72، ایستگاه مركيد 
125/4 و ایســتگاه ارزنق 117/79 مترمکعب  بر ثانيه را نشــان 
داد. بــا توجه به اینکه پدیده های آب شناســی متأثر از چندین 
ویژگی با برهم كنش داخلی با هم اند، لازم اســت به ســاختار 

وابســتگی داخلی بين ایــن متغيرها نيز توجه شــود. بنابراین 
تحليل دومتغيره با تابع های مفصل انجام  شد.

تحلیل دومتغیره ی سیلاب )کاپولا(
برای بررسی كردن ساختار وابستگی دومتغيره ميان متغيرهای 
تصادفی ســيلاب، دو متغيرِ آب دهی اوج و حجم ایستگاه آخولا 
از تحليل دومتغيره با مفصل گامبل به دليل كاركرد بهتر از سایر 
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مفصل ها )ژانگ و ســينگ 2006؛ دي ميچل و همکاران 2003؛ 
كاماكار و ســمونوویچ 2009؛ لی و همکاران 2019( بهره گرفته 
شــد. متغيرهاي آب دهی اوج حجم سيلاب متغيرهاي تصادفي 
تعریف شــده با پدیده ی فيزیکي یکسان اســت. برای تشخيص 
دادن همبستگی و بررسی كردن هماهنگی متغيرها با پراكندگی 
گامبــل هــوگار مانند قبــل نمــودار  Q-Q plotو پراكندگی 

حاشــيه یی )CDF( هر دو متغير برای ایستگاه آخولا رسم شد 
)شــکل 4( كه نشان دهنده ی برازش مناســب داده های تجربی 
با شــبيه سازی شده اســت.  جدول 4 ارزیابی اندازه های عددی 
مفصل شبيه سازی شده ی متغير آب دهی اوج-حجم سيلاب را با 
ضریب های نش و ریشــه ی ميانگين مربع خطا برای ایستگاه ها 

نشان می دهد.
(CDF هر دو متغیر برای ایستگاه آخولا رسم شد )(4 شکل )جدول  سازی شده است. های تجربی با شبیهبرازش مناسب داده یدهندهکه نشان
میانگین مربع خطا برای  ینش و ریشه هایحجم سیلاب را با ضریب-اوج دهیآبمتغیر  یشدهسازیعددی مفصل شبیه هایاندازهارزیابی  4

 دهد.ها نشان میایستگاه
 

 

 
 .برای هر دو متغیر در ایستگاه آخولا QQ plotو نمودار  CDFحاشیه ای  پراکندگینمودار  -(4شکل )

 
 .سیلاب با مفصل گامبل هوگارد حجم – اوج دهیآب یسنجه یشدهسازیعددی شبیه هایاندازهارزیابی  -(4جدول )

NSE RMSE ایستگاه 

1121/0  4381/0  آخولا 
1313/0  3151/0  ونیار 
5347/0  2132/0  مرکید 
48/0  5244/0  ارزنق 

 
-سازی شدهها با دقت مناسبی شبیهاما سایر ایستگاه ،نسبتا خوبی نداشته است یتعداد کم و پراکندگی داده نتیجه دلیلبهتنها ایستگاه ارزنق  

اوج و حجم سیلاب برای هر  دهیآب یدومتغیرهسازی، تحلیل توأم تابع تجمعی احتمال مدل یهبودن نتیج پذیرفتنیاند. پس از اطمینان از 
-نقطهبا توجه به  ،شودمینزدیك  8یابد و به و حجم سیلاب احتمال تجمعی افزایش می دهیآب(. با افزایش 7شکل ) انجام شدچهار ایستگاه 

ثانیه در  مترمکعب بر 200و حجم سیلاب بیش از  دهیآبدرستی انجام گرفته است. احتمال توأم هسازی و تحلیل بشبیه ،رنگتجربی آبی های
 یابد. ها افزایش میسایر ایستگاه ازایستگاه آخولا 

تحلیل فراوانی دومتغیره ی سیلاب با تابع...
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 تنها ایستگاه ارزنق به دليل تعداد كم و پراكندگی داده نتيجه ی 
نسبتا خوبی نداشته است، اما ســایر ایستگاه ها با دقت مناسبی 
شبيه سازی شده اند. پس از اطمينان از پذیرفتنی بودن نتيجه ی  
مدل سازی، تحليل توأم تابع تجمعی احتمال دومتغيره ی آب دهی 
اوج و حجم سيلاب برای هر چهار ایستگاه انجام شد )شکل 5(. با 

افزایش آب دهی و حجم سيلاب احتمال تجمعی افزایش می یابد 
و به 1 نزدیك می شــود، با توجه بــه نقطه های تجربی آبی رنگ، 
شبيه ســازی و تحليل به درستی انجام گرفته است. احتمال توأم 
آب دهی و حجم ســيلاب بيش از 200 مترمکعــب بر ثانيه در 

ایستگاه آخولا از سایر ایستگاه ها افزایش می یابد. 

 
.هاحجم سیلاب برای ایستگاه -اوج دهیآب ترکیب یشدهمفصل تجمعی توزیع منحنی -(5شکل )  

 ونیار

 آخولا ارزنق

 مرکید
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شــکل 6 نمودار دوره ی بازگشــت توأم آب دهــی اوج و حجم 
ســيلاب را برای همه ی ایستگاه ها نشــان می دهد. در دوره ی 
بازگشت 2 سال احتمال وقوع با آب دهی حدود 100 مترمکعب 
برثانيــه برای همه ی ایســتگاه ها زیاد اســت، كــه البته برای 
ایســتگاه ارزنق كم تر است. اما با افزایش دوره ی بازگشت وقوع 

سيلاب های شدیدتر مشهود است.
 در دوره ی بازگشت های یکســان 100 سال، نتيجه ی تحليل 
تك متغيره در ایســتگاه آخولا مقدار آب دهی سيلابی 300/75 
مترمکعب بــر ثانيه و تحليــل دومتغيــره ی آب دهی- حجم 
ســيلاب با تابع كاپولا مقدار 230 مترمکعب بر ثانيه را نشــان 
داد. نتيجه ی تحليل آب دهی سيلابی تك متغيره برای ایستگاه 
ونيار، مركيد و ارزنــق  به ترتيب 324/72، 125/4 و 117/79 
مترمکعب  بر ثانيه، و آب دهی ســيلابی دومتغيره با تابع كاپولا 
به ترتيــب 308/72، 120 و 103/51 مترمکعــب  بر ثانيه بود. 
اندازه های دومتغيره كم تــر از اندازه های تك متغيره برای همه 
ایستگاه ها برآورد شد كه متأثر از در نظر گرفتن اثر و برهم كنش 

دو متغير آب دهی و حجم اســت. اختلاف در این اندازه ها برای 
ایستگاه آخولا و ونيار معنی  دارتر است كه نشان دهنده ی دقت 

شبيه سازی با توجه به ضریب های جدول 4 است.
بنابراین اگرچه شيو ی بمعيار تعيين معيار طراحی  های عمرانی، 
به كاربردن پراكندگی هــای تك متغيره در تحليل كردن فراوانی 
سيلاب است، در بسياری از موارد به علت ماهيت چندمتغيره ی 
این روی دادهــا، پراكندگی های تك متغيــر نمی تواند آن ها را 
مناســب توصيف كند. تفاوت اندازه های آب دهی اوج و حجم 
به دست آمده از تحليل دومتغيره در قياس با تحليل یك متغيره 
گویای آن اســت كه تحليل فراوانی یك متغيره ی روی دادهای 
آب شناســی به علت درنظرنگرفتن همه ی مشخصه های مؤثر بر 
پدیده، تحليلی جامع و به دور از خطا نيست. بنابراین به كاربردن 
تحليل چندمتغيره ی روی دادهای آب شناسی پيشنهاد می شود. 
در تحليل كردن خطر، مدیریت كردن و مهاركردن سيلاب بسيار 

ارزشمند است.

تحلیل فراوانی دومتغیره ی سیلاب با تابع...
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.هاحجم سیلاب برای ایستگاه -اوج دهیآب ترکیب شدهبازگشت توأم مفصل یدوره منحنی -(6شکل )  

 آخولا ونیار

 ارزنق

 مرکید
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بحث و نتیجه گیری 
از آن جا كه متغيرهاي آب شناسی تصادفی و وابسته اند، نمی توان 
انکار كرد كه به كاربردن روش هاي چندمتغيره ی كاپولا كه این 
وابســتگی را در همه ی بخش هــاي پراكندگی مفصل در نظر 
می گيرد، سودمند است. از طرفی، بررسی تحقيقات انجام شده 
نيز مؤید این موضوع اســت و قطعاً توسعه ی كاربرد تابع كاپولا 
به مدیران و برنامه ریزان ســامانه  هاي آب شناسی در شناختن 
صحيح فرآیندها و دادن راه كارها و راه برد هاي مناســب كمك 

خواهد كرد.
اكنون نيز در روش هاي مرســوم تحليل فراواني سيلاب برای 
طرح هــای عمرانی، تنها به متغير آب دهی اوج ســيلاب توجه 
می شــود كه روشــی به معيار است. اما در بســياری از جاها 
به علت ماهيت چندمتغيره ی ســيل، پراكندگی های تك متغير 
نمی تواند آن ها را به درســتی توصيف و بــرآورد كند. بنابراین 
در این پژوهش علاوه بر تحليــل تك متغيره تحليل دو متغير 
آب دهــی اوج و حجم با تابع ارشميدســی خانــواده ی گامبل 
هــوگارد در حوزه آجی چای به كارگرفته شــد. آزمون نيکویی 
بــرازش كولموگروف- اســميرنف با مقــدار كم ترین خطا در 
برازش انتخاب مناســب ترین پراكندگی برای ایســتگاه ها در 
تحليل تك متغيره به كار برده شد. برای تحليل شبيه سازی تابع 
مفصل گامبل از ضریب ارزیابی نش و ریشــه ی ميانگين  مربع  

خطا و نمودارهای توأم تابع تجمعی احتمال و دوره ی بازگشت 
 توأم بهره گرفته شــد. نتایج كارآیــي و انعطاف پذیري كاربرد 
تابع های مفصل در تحليل فراواني دو متغيره سيلاب را نشان 
داد. برای مثال مقدار 0/89 ضریب نش برای ایستگاه خروجی 
حوزه )كاپولا( نشان دهنده ی دقت مناسب شبيه سازی است. 

اگرچه برای كاهــش دادن زیان های ســيل و  امکان دادن به 
طراحی شــدن بهينه ی ســازه های آبی قطعاً اولين چيزی كه 
ضروری اســت، پيش بينی و برآورد اندازه های سيلاب با دقت 
پذیرفتنی اســت، اما نتيجه ی مقایســه ی تحليل دومتغيره ی 
این اندازه ها در دوره ی بازگشــت 100 سال كم تر از اندازه های 
تك متغيره برای همه ی ایستگاه ها برآورد شد، كه متأثر از درنظر 
گرفتــن اثر و برهم كنش دو متغير آب دهی و حجم اســت. در 
ایستگاه آخولا نتيجه ی تفاوت اندازه های آب دهی اوج و حجم 
به دست آمده از تحليل دومتغيره در قياس با تحليل یك متغيره 
به ترتيب 230 و 300/75 مترمکعب بر ثانيه، گویای آن اســت 
كه تحليل فراوانی یك متغيره ی وقایع آب شناسی به علت درنظر 
نگرفتن همه ی مشخصه های مؤثر در یك پدیده، تحليلی كامل 
و به دور از خطا نيســت. درنظرگرفتن دوره ی بازگشــت توأم 
موجب اقتصادی شــدن طرح های عمرانی مانند طراحي كردن 
ســرریز می شود و با ارزیابی كردن خطر آب شناسی، مدیریت و 

مهاركردن سيلاب پذیرفتنی تر می شود.

تحلیل فراوانی دومتغیره ی سیلاب با تابع...
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Abstract
Flood is a multivariate and complex phenomenon that has a random nature. In conventional methods 
of flood frequency analysis, only flood peak variable is important and it is assumed that the variable 
under consideration follows a particular parametric distribution function. In contrast to the Copula 
functions, it is capable of linking the marginal distributions of a variable different to each other and 
generating multivariate distributions. Analysis have been performed along with flood variables using 
the Copula functions that do not have the limitations of classical single distributions. The probability 
distribution and return periods of peak and volume flood variables in the AjiChay Basin in the prov-
ince of East Azarbaijan have been investigated using of the Copula function of Gumbel–Hougaard 
for bivariate mathematical modeling. The results indicated that the use of the Copula functions of 
conditional cumulative distribution functions, as well as return periods of flood variables, is estimated 
with great accuracy with the average coefficient of NSE 0.745 and RMSE of 0.56. The estimated val-
ues of the peak flow and volume discharge from the bivariate analysis with univariate analysis with a 
100-year return period were less than the observe amounts for all stations, which are influenced by the 
interaction of the two variables, peak flow and discharge volume. These values were 230 and 300.75 
m3/s respectively, at Akhola Station, indicating that the use of the Copula function will economize 
the designs and reduce risk.
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